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計算可能性の基礎についての論理的考察






































































qo aaqa R :状態qOでaを読むとき,そのままで状態qaとなり右に1マス移れ ;
qa aaqa R :状態qaでaを読むとき,そのままで状態qaとなり右に1マス移れ ;
qa bbqa R I状態qaでbを読むとき,そのままで状態qaとなり右に1マス移れ ;
qa BBql L :状態qaでBを読むとき,そのままで状態qlとなり左に1マス移れ ;




qO                 qa                 qa
BaababaaB→BaababaaB→BaababaBB→ "・








































1.2.2 後者関数 (successor function)if(X)=X+1
これは「何もしない」ということに等しい (上の規約による)。 それゆえ,機械は次のダミーの
指令を与えるだけでよい:qo BBqO R。機械はスタートと同時に停止する。
1.2.3 加 法 (add?on):f(X,y)=X+y
二本の縦棒を消さねばならない。最初の縦棒の列が一本の場合 (0+nの計算)を考慮して,最
初の |を消して状態qlとなり,右に進んで最初の |を消して停止すればよい。よって,指令は,




qO IIIBII→ql llBII→Bq2 1BII・
また, 0+2=2の計算例は次のようになる :
q。 IBIII→Bql BIII→BBqュ|||→BBBq2 11・
1.2.4 減 法 (subtraction):f(X,y)=X―y
X―yはここではX≧yのときのみ定義されるので,部分関数である。Xとyから交互に |を一
本ずつ消し, yがxより先に尽きれば機械は停止する。指令は次のようになる :
:後の |を消し,マー カー “a"を書け ;
|うまで左に動け。出会ったら,それを消して再び




BIBBq2 BaaBで停止する (2-1=1の計算例)。 もしXがyょり先に尽きてしまうなら
ば,(★)によつて,機械は左に移動し続け,決して停止しない。つまり, X<yに対 して, アウ
トプットは無い。
1.2.5 射影関数 (prttection fllnction)


































































$l qOI Bql R*qll Bq2 R*qI BBql R$彦qOI B I I$3
加法機械の状況と機械の記号表現およびRとLが新しい機械に対する記号として働いている, とい
うことが重要である。さて,機械をスタートさせ, $2の右 記号を読ませ, さらに1マス右に動
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1,   φ eO(X,X)=0のとき ;






212        日畑博敏 :計算可能性の基礎についての論理的考察
さて,Mlに対して,インプットelを適用すると,





















































































































最初のス トックとなる初期関数 (initial functions)は次の3個である。 まず,定数値関数
(constanHunctions)i CkⅢ(nl,…nk)=m(mは定数);次に,後者関数 (successor function):









原始帰納的関数 (primitive recursive functions)のクラスは,初期関数を含み,代入と原始帰納
に関して閉じた最小クラスとして定義される。以下,簡便のため,ゼロを含む自然数の列 :
nl, n2,…, nkを す と短縮表記する。








記号関数 S」(X),③絶対値 IX―yl,⑩有限和Σ yi=Og(載,1),①有限積Π yi=Og
(す, 1)。これらは原始帰納的であることが明示的に理解できるように定義を書き換えることがで
きるこう。さらに,⑫fが原始帰納的であり, πが集合 11,…, nlの置換 (permutaion)であ


















ヨy≦nS(す, y)を考える。そのとき, Rの特徴関数を取ると, KR(或,n)=sg Σ y≦n
Ks(す,y)であるから, Sが原始帰納的ならば,Rも原始帰納的である。また有界普遍量化 :R

















2.2.4 補題 :もしRが原始帰納的であれば, μy<mR(す, y)も原始帰納的である・0。
こうして,多数の関数・関係の原始帰納性を確立できる準備が整ってきた。
2.2.5 例 :以下のものは原始帰納的である。①素数の集合。というのは, Xは素数 (p?me)
で あ る⇔ Vy≦x VZ≦X(X=y・z⊃y=lvZ=1)∧X+1だか らで あ る 。 ② 割 り切 れ る
という関係:Xly⇔ヨZ≦y(X・Z=y)。③xの素因数分解中での素数pの巾指数 (exponen
t)if(X)=μy≦X(pyl X∧¬py+11X)。④ “n番目の素数"関数pni pl=2,
pn+1=μX≦ (Π任lpi)+1[Xは素数である∧X>pn]。
われわれは,これまでの原始帰納的関数のストックを,自然数の有限列を自然数にコード化する
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た｀めに用いることができる :
(nl,・・, nk)トⅢー2n二十1. 3■1+1・中●● p ini十二.中●● p knk+1。
述語 :S eq(n)を「nは系列数 (sequent number)である」とすると,この述語は明らかに原始
帰納的である。というのは,自然数の有限列の上述のコード化により,この述語は「一つの素数が
nを割り切るならば,それより小さいすべての素数がnを割り切る」と同等となるからである :
Vp≦n Vq≦n[P rim(p)A Prim(q)∧q<p∧pln⊃qln]∧n+1
(“P rim(x)" :Xは素数である)。 もしnが列 〈al,.・・,ak〉の系列数であるならば, その長さ
l th(n)(つまりk)を見出すことができる :
l th(n):=[μX≦n+1(司pxln)]_1。
特にl th(1)=0である。また,われわれは系列数nを解読する (decOde)ことができる :
(n)i:=(系列数nの素因数分解におけるi番目の素数の中指数)-1。(上の例③参照)
(n)iは系列数nの系列でのi番目の記号のコードを意味する。 l th(n)も(n)iも原始帰納的
である。というのは,(al,・・ ak)卜Π半=l p iai+1は原始帰納的だからである。ここで,




ドin*mは次のように定義できるin*m ittn o Π:と甲 p協士)君
2.3 累積帰納
もう一つの帰納の形式として,値が,先行するすべての値に依存するという累積帰納を考える。
それの正確な定義のために,関数f(y,す)に対して, これの累積値関数 (cOurse of vЛue
fllnctiOn)f(y,マ)を次のように定義する :
=了(y,す)・ p∫塩〆)+1























































lel(Xl, ・・・, Xn)と主  y
と表現する・°。
3.1 定義:関係 tel(す)主y は,以下のように帰納的に (inductively)定義される。
Rl l(0,n,q〉|(ml,.・・,ma)主q
R2  1(1, n, i〉|(ml,・中,ma)=主mi (1≦i≦nに文↓して)




(もし, IC il(ml,・",mn)主qi(1≦i≦k) かつ i bl(Ql,・",qk)主pで
あるようなql,・.,qkが存在すれば)
R6 1く5,n+2〉|(p,q,ml,・・・,m.)=s in(p,q)
R7  1く6, n+1〉|(b,ml,・・・,mn)主p (もし l bl(ml,・・・,mn)主pならの
以上の図式については,lel(す)の読み方に従って,次のようにパラフレーズできる :
Rl:インデックス (0,n,q〉を持つ機械はインプット (ml,・・,mn)に対して, アウトプツト
qを生み出す (定数値関数)。
R2:インデックス 〈1,n,i〉を持つ機械はインプット前に対してアウトプットmiを生み出す
















































S mn定理は,帰納的部分関数の一様性 (uniformtty)の特性を表現 している。例えば,帰納的








Inl(e, f,X)=lh(n, e, f)|(X)
であるような原始帰納的関数hが存在する。従って, g(e,f)=h(n,e,f)は要求された関
数である。










る。そして, rC(e)=S2n+2(p,p,e)とおく ★)。 そのとき,
Ir C(e)|(す=I S2n+2(p,p,e)|(す)=lpl(p,e,す)  ……S mn定理より
=φ (p,e,す)           …・・pがφのインデックス
=lel(s2n+2(p,p,e),す)      …… (※)より
=lel(rc(e),す) (Q.E.D.)  …… (★)より



























































え字 “1"の意味である)。 応用の場面では,述語Tの正確な構造は重要ではない。S mn定理,
帰納定理および標準形定理により,非決定性に関する多くの結果が得られる。





























































































































































































































































































に基づくものを考える。伝統に従い,コー ドをゲーデル数 (GOdei numbers)と呼ぶ。
(1)ゲーデル数をアルファベットの諸記号に配分する :
Xi卜→2i, 0卜1,V卜3,司卜 5,ヨト 7,S卜9,十卜→11,
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Sub(m, n, k)=
k, Vble(m)Am=nのとき ;
〈9,Sub(p,n,k)〉  m=〈9, p〉のとき ;
〈5,Sub(p,n,k)〉  m=(5, p〉のとき ;
(a,sub(p,n,k),Sub(q,n,k)〉, m=(a,p,qで
a=3,11,13,15のとき ,
(7, p,sub(q,n,k)〉,m=〈7 p,Q〉かつp+nのとき ;





















(effecive endmeration)とせよ (無限のリス トを仮定しても何の制約もない)。 そのとき,



































れは,一つの式が,有界量化子 (bounded quandier)のみを含む式を従えた,存在 (または全称)
量化子の冠頭式であるとき,これを,Σ01(またはΠ。1)と呼ぶ。


































PA卜″≡¬ヨy PrOv(「T/¬,y)    …… (※)
である。さて, PA卜″とする。すると,PrOvの表現可能性 より, PA卜Prov(「″¬,kl。こ








































くことにより, PAの無矛盾性に反する。従つて,/″ かつ /¬ψ が結論となる。
(3)ゲーデル文ψを標準モデルlNで解釈することによつて, ″が真であることが分かる。よって,
ゲーデル文は,「真ではあるが証明できない文」の一例となる。
に)上の不完全性定理から,|「φ¬ l lN FE φl,すなわち算術の真なる文 (のゲーデル数)の
集合は決定可能 (つまり帰納的)ではない, と結論できる。というのは, もし仮に決定可能だ
とすると,それらの真なる文を公理として用いることができるが,この新しい体系Trに対し





























性である (Lδwenhein i 1915,Behmann:1922)。そして,その頂点が述語論理の決定不可能性であ












































Ⅱ。1式 は Vすψ(す,す)という形をしている (φは有界量化子しか含まない)。







△01           △02          ………         △On+1            ・・・






















9 Σ02で 珍 ΣOn C   tt ΣOn+1ぐ
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註
(1)哲学的な側面についてはCarnap[1937]の議論を参照。また,Fraenkd et al.[1973](特に280頁以下)参照。
(2)自然数a, b(a>b)に対して, aをbで割った余りをrとし,次にbをrで割った余りをrlとし, さらにr
をrlで割った余りをr2とし,…,以下同様な割り算を実行する。すなわち,


































714=α k2=296。2+122=α k3・2+122, .・.122=α klとおける。
296=α k3=122・+52=α k4・2+52, .・.52=α k5とおける。
122=T k4=52・2+18=α k5'2+18,∴=α k6とおける。
52=α k5=18・2+16=α kG。2+16, .・,16=α k7とおける。
18=α k6=16・1+2=α kπ+2,∴2=α k3とおける。つまり, αは2の約数でもある。よって, α≦2。
これは, 2<αという仮定と矛盾する。よって, 2が最大公約数である。

























qO       qb            tt b
BbabB→baBB→baB→BbaB→BbaB→BBaB→BaB→




BO。||IBIIB・・→] HBqIIIB…→BIIIB lqI B→
IBq。laB→BIIlq3BlaB→
Bqo BlaB…→BIIBBq2 1aB・・・→
BI I IBlq2 1B→BI
BIlq4 1Bla →BI
BBBq5 aaB→BI Bq2 BaaB(END).
(8)射影関数を表すチューリング機械の指令は以下のようなものになる :
私 掟 &岳_l轄





qn lBqn R ――n+1番目の列のすべての|を消して停止せよ。
Tinng[1936]§§6, 7参照。
元の加法計算で0+ユ=1の計算過程は次のようになる :
qO IBII→BqI BII→BBq:||→BBBq2 1(END)。
これを新しい機械は次のような計算過程によつて模倣する :
$:一$?qO q。IB‖$e…Ⅲ$]一$2 Bqk ql B‖$B… …・・|…$1-$2
BBqi qI‖$3…・→$1-$2BBBqj q21$'¨`→$2BBBqi q?|$こ.
Turing[1986]§8参照。
②X・yには, 文・o=o, X。(y+1)=X・y+X, という原始帰納による定義を与えることができ,これを
さらに,×(0,X)=CtO(X)=0,×y+1 X)=+(P31(Ж(y,X),X,y),PL(×(u X),X,y))と明示的
に書き直すことができる (定義図式でhに当たる関数は+とPl,Pちの合成である)。 以下,明示的ではなく伝統的
な定 義 を与 え る。 ③ Xyは, X。=1, Xy+1=■yt X,①p(0)=0,p(X+1)=X,⑤支■ 0=X, X二(y
+1)=p((X tt y))⑥O!=1,(X+1)!=(X!)。(X+1),⑦ sg(o)=0,sg(X+1)=1,③sg(X)=
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tO 実際,①Kφ(X)=0,②KE(0)=1,KE(X+1)=更(KE(X)),③K=(X,y)=重(IX―yl),④K<
(X,y)=sg(y tt X)であり,これらの特徴関数はいずれも原始帰納的である。








R   R(すiO)  R(す,1) …・  R(す,i-1)R(ア,i) R(r,二十1) … R(ア,m)
KR   0     0   …    0      1       0    …  1
g      0        0     ・・       0          1           1      中,   1
h      l        l     …,  1          0          0      "・0
f      1        2     …。     i         i           i      …・      i
水平線より下の第一行日に, 0≦i≦mに対する特徴関数の値 KR(す,i)を書く。第二行日でそこまでの値の
単調集積 :g(す,i)=sg Σ七=O KR(寸,j)を作る。第三行日で0と1を交換する:h(す,i)=更(g(す,i))。
そして,第四行目でそこまでのhの値を足し合わせる:f(す,1)=Σ ij=Oh(す,j)。もしR(す,j)がj=iで
初めて成り立つとき, f(す,m-1)=iである。そして, もしjくmであるどんなjに対してもR(す,1)が成り
立たないとき, f(す,m_1)=m となる。それゆえ, μy<mR(す,m)=f(す,m-1), よって有界最小イと
は原始帰納的関数を生み出す。
19 これはクリ‐二に基づく。彼は未定義項の文脈における同等性を表す記号として記号 “="を導入した。=を支配














20 Van Dalen[1983]pp.473-4 参員く。
働 われわれの戦略は, f(y,す)=0 であるような,最初のyを見出すまでyのすべての値を連続的にチェック
することである。もしf(y,す)=0ならば, ψ(y,す)が0を生み出し, もしf(y,す)半0ならば, ステッ
プ数を数えながら次のyへと動くような関数ψが求められている。この関数ψがインデックスeを持つとしよう。わ




















ケUえtず, Gbdel―Herbrand, Church, Curry, Turing,Ma kov,Post,Minski,Shepherdson一Sturgisなどによって提
案されている。





















139 証明 :まず代入関数Subを用いて,S(m,n):=Sub(m,「X詞,「Num(n)⊃とおき, k:=「φ(S(XO,XO))司








1)次のような理論が決定不可能であることが知られている (van DЛen[1983]p.465参照)。 ①ペアノの算術,②環
の理論 (Tarskl:1949),③順序体 0.Robinson i 1949),④束の理論 (TarslcI:1949),⑤二項述語の理論
(K』mttr:1936),⑥対称的二項述語の理論 (Church,Q?ne l 1952),⑦半順序の理論 (Tarsltl:1949),①二つの同
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